1. ESTIMACION

DEFINICION: Un estimador es una regla que indica cémo calcular el valor de una
estimacién con base en las mediciones que contien una muestra.

DEFINICION: Si # es un estimador puntual de un pardmetro 6, entonces 6 es un

estimador insesgado de 6 si E(0) = 6. De lo contrario se dice que 6 es sesgado.
DEFINICION: El sesgo de un estimador puntual 6 estd dado por B() = E(6) —0.

DEFINICION: El error cuadratico medio (MSE) de un estimador puntual 0 es el
valor esperado de (6 — 0)2.

PROPOSICION.
MSE(6) =V () + (B(6))>.

EJEMPLO. Suponga que Y7, Ys, Y3 denotan una muestra aleatoria de una distri-
bucién exponencial cuya funcién de densidad es
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Considere los siguientes cinco estimadores de 6:
O =Y, 0, = Y182 gy = V122 g, = min(V,Ys, Y3), 05 = V.
a Qué estimadores son insesgados?
b Entre los estimadores insesgados, jcudl tiene la varianza mas pequena?

SOLUCION.
a)
E[6,] = E[Y1] = 6.
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Para poder calcular el valor esperado del minimo de las variables utilizaremos

que fy,, (y) = n[l = F(y)]"~ ' f(y).
La funcién de distribucién es:
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Luego, la funcién de densidad del minimo es
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Esta claramente es la densidad de una exponencial pardmetro 6/3, por lo tanto
El64] = 0/3. Asi que todos los estimadores salvé el cuarto son insesgados.

b) Ahora calculemos las varianzas. Para ello asumiremos que las variables son
independientes.
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Por lo tanto de todos los estimadores insesgados, el que tiene la varianza més
pequena es 0s.

EJEMPLO. Sea Y7, Yo, ..., Y, representa una muestra aleatoria de tamano n de
una poblacién cuya densidad estd dada por

ay® 1/ | 0<y<¥
fly) = { Oy / en_o‘gr,jro_
, punto

donde a > 0 es un valor fijo conocido, pero el valor de 6 se desconoce. Considere
el estimador 6 = méx(Yy, Yz, ..., Yy,).

a Demuestre que 0 es un estimador sesgado de 6.
b Determine un miltiplo de 6 que constituya un estimador insesgado de 6.
¢ Deduzca MSE(6).



SOLUCION.

Como el estimador es el maximo de las variables necesitamos su funciéon de den-
sidad. Recordemos que la densidad del méximo se calcula usando que fy(n)(y) =
nf(y)[F(y)]"~t. Necesitamos calcular la distribucién de Y;, que serfa:

Fy) = P(Y <y) =/Oyatz;ldt= (%)

Luego

an—1
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fY(n)(y) =na fo n gan !
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Eé: Oy = —— 0_
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Por lo tanto se tiene un estimador sesgado.
an+1

b) Si tomamos § =

insesgado.

c¢) Para calcular el error cuadratico medio debemos calcular la varianza y el
sesgo del estimador. Para la varianza necesitamos el valor esperado del estimador

al cuadrado, luego

0.
an+1

0 an+2
E[6?] = E[Y? =/ ey dy = Y o= 6.
Por lo tanto la varianza es
N ~o o an o a’n? 9
V(9) = E[0°] — E|0]° = 0° — 0 =

a) Ahora para demostrar que el estimador es sesgado, veremos que E[0] # 6.

méx(Yq,Ys, ..., Yy,), entonces tendriamos un estimador

an + 2 (an +1)2 (an + 2)(an +1)2

Ahora calculamos el sesgo

~ é an 0

0—6= .
an +1 an+1

Finalmente el error cuadratico medio sera

2
an 9 0
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MSE(6) = V(0)+(B())? =

(an +2)(an + 1)29 Jr(om +1)2 B (an +1)(an + 2)

2



CUADRO 1. Estimadores puntuales

Tamano de la muestra
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2. ALGUNOS ESTIMADORES INSESGADOS COMUNES

DEFINICION: El error de estimacién ¢ es la distancia entre un estimador y
pardmetro objetivo. Es decir, ¢ = |0 — 4.

EJEMPLO. La Agencia para la Proteccién del Ambiente en conjunto con la Uni-
versidad de Florida recientemente realiz6 un amplio estudio respecto al posible
efecto de los oligoelementos presentes en el agua potable en la formacién de célcu-
los renales. En la siguiente tabla se presentan los datos, los cuales se obtuvieron de
individuos con problemas recurrentes de calculos renales que viven en los estados
de las dos Carolinas y las Montafias Rocallosas, respecto a la edad, la concentracién
de calcio en el agua potable (medida en partes por millén) y el hébito de fumar.

Carolinas Montanas Rocallosas
Tamano de la muestra 467 191
Edad promedio 45.1 46.4
Desviacién estandar de la edad 10.2 9.8
Concentraciéon promedio de calcio 11.3 40.1
Desviacién estandar del calcio 16.6 28.4
Proporciéon de fumadores en el momento del estudio 0.78 0.61

a Estime la concentracion promedio de calcio en el agua potable para los pa-
cientes con calculos que viven en las Carolinas. Establezca un limite para el
error de estimacién.

b Estime la diferencia en la media de edades de los pacientes con calculos
renales en las Carolinas y en las Montanas Rocallosas. Establezca un limite
para el error de estimacién.

¢ Estime y precise un limite de dos desviaciones estandar para la diferencia
en las proporciones del nimero de pacientes con calculos renales que viven
en las Carolinas y en la Rocallosas que fumaban en el momento en que se
realizo el estudio.

SOLUCION.
a) Para estimar el promedio se hace con el promedio de la muestra que es 11,3
como se puede ver en la tabla. Si trabajamos con un error de mas o menos dos
desviaciones estandar, entonces buscamos la desviacion estdndar usando la tabla
de los estimadores insesgados
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Luego se estima que el promedio de calcio debe estar entre 11,3 4 1,54.

b) Para estimar la diferencia de medias para las edades se usa la diferencia de
los promedio que es 45,1 — 46,4| = 1,3. Nuevamente si usamos como limite de error
dos desviaciones estdndar, calculamos dicha desviacién como:

o? o2 10,2)?
05 = L + 22 = \/( ) +
iy no 467

Por lo tanto se estima que la diferencia de edades debe estar en 1,3 £+ 1,7.
¢) Para estimar la diferencia de las proporciones de pacientes fumadores usamos
la diferencia de las proporciones dadas 0,78 —0,61 = 0,17. Calculamos la desviacién:

PiqL | P2a2 (0,78)(0,22)  (0,61)(0,39)
A= = :0704.
0=\ T T \/ 67 101

Por lo que si tomamos como margen de error dos desviaciones estandar, entonces
la diferencia de proporciones de fumadores debe estar entre 0,17 + 0,08.

(9.8)%
191

= 0,85.




